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1 Òåîðèÿ ìåðû

1.1 Êîëüöî. Ìèíèìàëüíîå êîëüöî. Ïîëóêîëüöî. Ñòðóê-

òóðà ìèíèìàëüíîãî êîëüöà

Def 1. Íåïóñòîå ñåìåéñòâî ìíîæåñòâ K èç X íàçûâàåòñÿ êîëüöîì, åñëè
∀A,B ∈ K

1. A ∩B ∈ K

2. A△B ∈ K

St 1. A,B ∈ K ⇒ A ∪B ∈ K , A\B ∈ K

Def 2. Êîëüöî íàçûâàåòñÿ σ-êîëüöîì, åñëè îíî äîïóñêàåò ñ÷åòíîå îáúåäè-
íåíèå

Def 3. Êîëüöî íàçûâàåòñÿ δ-êîëüöîì, åñëè îíî äîïóñêàåò ñ÷åòíîå ïåðåñå÷-
íèå

Def 4. Åñëè X ∈ K, òî êîëüöî íàçûâàåòñÿ àëãåáðîé. X - åäèíèöà

Def 5. Êîëüöî, êîòîðîå ñîäåðæèòñÿ â ∀ êîëüöå, ñîäåðæàùåì S, íàçûâàåòñÿ
ìèíèìàëüíûì êîëüöîì K(S)

St 2. Ìèíèìàëüíîå êîëüöî ñóùåñòâóåò.

Def 6. Íåïóñòîå ñåìåéñòâ S ìíîæåñòâ èç X íàçûâàåòñÿ ïîëóêîëüöîì, åñëè

1. ∀A,B ∈ S A ∩B ∈ S

2. ∀A,B ∈ S B ⊂ A ⇒ ∃A1, . . . , An ∈ S : Ai ∩ Aj = ∅, i ̸= j ⇒ A\B =
n∐

k=1

Ak

Ëåììà 1. Ïóñòü S - ïîëóêîëüöî. A,B1, . . . , Bn ∈ S, Bi ∩ Bj = ∅, i ̸= j ⇒

∃A1, . . . , Am ∈ S : Ai ∩Aj = ∅, i ̸= j : A\
(

n∐
k=1

Bk

)
=

m∐
l=1

Al
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Òh 1. (Î ñòðóêòóðå ìèíèìàëüíîãî êîëüöà)
Ïóñòü S - ïîëóêîëüöî. K(S) - ìèíèìàëüíîå êîëüöî, ïîðîæäåííîå S ⇒ K(S)

ñîñòîèò èç âñåâîçìîæíûõ ìíîæåñòâ âèäà
m∐

k=1

AK , Ai ∩ Aj = ∅, i ̸= j è

Aj ∈ S, j = 1,m

1.2 Îáùåå îïðåäåëåíèå ìåðû

S - ïîëóêîëüöî

Def 7. Ìåðîé ìíîæåñòâà A ∈ S íàçûâàåòñÿ ÷èñëî µ(A), óäîâëåòâîðÿþùåå
óñëîâèÿì:

1. µ(A) ≥ 0

2. µ (A1

∐
A2) = µ(A1) + µ(A2)

Åñëè 2 âåðíî äëÿ ñ÷¼òíîãî îáúåäèíåíèÿ, òî ìåðà íàçûâàåòñÿ σ-àääèòèâíîé.

St 3. S - ïîëóêîëüöî ñ ìåðîé µ. A,B ∈ S, A ⊂ B ⇒ µ(A) ≤ µ(B)

Def 8. Ìåðà µ, çàäàííàÿ íà êîëüöå K, íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé, åñëè ∀
ìîíîòîííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìíîæåñòâ ∪∞

n=1An = A ⊆ K ñïðàâåäëèâî
lim

n→∞
µ(An) = µ(A)

Òh 2. Ìåðà íåïðåðûâíà ⇔ îíà σ-àääèòèâíà.

Ñëåäñòâèå 1. Â ñèëó ïðèíöèïà äâîéñòâåííîñòè, åñëè µ, çàäàííàÿ íà K,
íåïðåðûâíà, òî ∀ {An}∞n=1, An+1 ⊂ An, A = ∩∞

n=1An ⇒ lim
n→∞

µ(An) = µ(A)

Ïðîäîëæåíèå ìåðû íà ìèíèìàëüíîå êîëüöî

Ïóñòü S - ïîëóêîëüöî, K - êîëüöî, S ⊂ K. Íà S çàäàíà ìåðà m, Íà K çàäàíà
ìåðà µ.

Def 9. Ãîâîðÿò, ÷òî ìåðà µ åñòü ïðîäîëæåíèå ìåðû m, åñëè ∀A ∈ S µ(A) =
m(A)

Òh 3. Åñëè K(S) - ìèíèìàëüíîå êîëüöî, ïîðîæäåííîå S, òî ∃! ïðîäîë-
æåíèå ìåðû ñ ïîëóêîëüöà íà êîëüöî. Åñëè m - σ-àääèòèâíà, òî è µ σ-
àääèòèâíà.

Ñâîéòâà σ-àääèòèâíîé ìåðû

Òh 4. Ïóñòü K - êîëüöî ñ ìåðîé µ, A,A1, · · · ∈ K ⇒

1. åñëè Ai ∩Aj = ∅, i ̸= j, òîãäà
∞∐
k=1

Ak ⊂ A ⇒
∞∑
k=1

µ(Ak) ≤ µ(A)

2. åñëè ìåðà µ σ- àääèòèâíàÿ è A ⊂ ∪∞
k=1Ak ⇒ µ(A) ≤

∞∑
k=1

µ(Ak)

Òh 5. Äëèíà ñ÷åòíî àääèòèâíà íà S = {[a, b)}
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1.3 Ìåðà Ëåáåãà

K-àëãåáðà ýëåìåíòàðíûõ ìíîæåñòâ ñî ñ÷¼òíî àääèòèâíîé ìåðîé m. X - åäè-
íèöà, m(X) < ∞

Def 10. Âåðõíåé ìåðîé ìíîæåñòâà A ⊂ X íàçûàåòñÿ

µ∗(A) = inf
B1,...,Bn,···∈K A⊂∪∞

k=1Bk

∞∑
k=1

m(Bk)

Òh 6. Åñëè A ∈ K ⇒ µ∗(A) = m(A)

Def 11. Ìíîæåñòâî A ⊂ X íàçûâàåòñÿ èçìåðèìûì ïî Ëåáåãó, åñëè µ∗(A)+
µ∗(x\A) = m(X)

Def 12. Íèæíåé ìåðîé ìíîæåñòâà A ⊂ X íàçûâàåòñÿ µ∗(A) = m(X) −
µ∗(X\A)

Òh 7. Ïóñòü A,A1, A2, · · · ⊂ X, A ⊂ ∪∞
k=1Ak ⇒ µ∗(A) ≤

∞∑
k=1

µ∗(Ak)

Ñëåäñòâèå 2. µ∗(A) ≤ µ∗(A)

Ñëåäñòâèå 3. µ∗(A) ≥ 0

Ñëåäñòâèå 4. ∀A,B ⊂ X ⇒ |µ∗(A)− µ∗(B)| ≤ µ∗(A△B)

Ëåììà 2. Åñëè µ∗(A) = 0 ⇒ A èçìåðèìî è µ(A) = 0

Def 13. Ìåðà íàçûâàåòñÿ ïîëíîé, åñëè ∀ ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà ìåðû
íîëü èçìåðèìî è èìååò ìåðó íóëü.

Òh 8. Ìíîæåñòâî A ⊂ X èçìåðèìî ⇔ ∀ε > 0∃B ∈ Kµ∗(A△B) < ε

Ñëåäñòâèå 5. A - èçìåðèìî, åñëè ∀ε > 0 ∃ èçìåðèìîå: µ∗(A△C) < ε

Òh 9. µ∗ - ìåðà íà èçìåðèìûõ ìíîæåñòâàõ

Ñëåäñòâèå 6. µ∗ - ñ÷¼òíî àääèòèâíàÿ ìåðà íà èçìåðèìûõ ìíîæåñòâàõ

Òh 10. Ñ÷¼òíîå îáúåäèíåíèå èçìåðèìûõ ìíîæåñòâ - èçìåðèìî

Ñëåäñòâèå 7. Ñ÷¼òíîå ïåðåñå÷åíèå èçìåðèìûõ ìíîæåñòâ - èçìåðèìî

Ñëó÷àé m(x) = ∞

Def 14. Ìåðà µ íàçûâàåòñÿ σ-êîíå÷íîé, åñëè ∃X1, X2, · · · ∈ K : µ(Xi) <

∞, i = 1, 2, . . . ⇒ X =
∞∐
i=1

Xi

Def 15. Ìíîæåñòâî A íàçûâàåòñÿ èçìåðèìûì, åñëè èçìåðèìû âñå A ∩Xi,

i = 1, 2, . . . ïðè ýòîì ìåðîé A íàçûâàåòñÿ µ(A) =
∞∑
i=1

µ(A ∩Xi)
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1.4 Èçìåðèìûå ìíîæåñòâà íà R

X = R, îáû÷íàÿ ìåðà Ëåáåãà íà ïðÿìîé.

St 4. ∀
Òh 11. Âñÿêîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî íà ïðÿìîé ïðåäñòàâèìî ââèäå íå
áîëåå, ÷åì ñ÷¼òíîãî îáúåäèíåíèÿ ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ èíòåðâàëîâ.

1.5 Êàíòîðîâî ìíîæåñòâî

Êàíòîðîâî ìíîæåñòâî èìååò ìåðó íóëü.

1.6 Áîðåëåâñêèå ìíîæåñòâà

Def 16. Áîðåëåâñêèìè íàçûâàþòñÿ ìíîæåñòâà, ïîëó÷àþùèåñÿ â ðåçóëüòàòå
ñ÷¼òíîãî îáúåäèíåíèÿ èëè ïåðåñå÷åíèÿ îòêðûòûõ ìíîæåñòâ

St 5. Áîðåëåâñêàÿ ìåðà íå ïîëíà.

St 6. ∀ èçìåðèìîå ìíîæåñòâî ìîæíî çàêëþ÷èòü â áîðåëåâñêîì ìíîæå-
ñòâå òîé æå ìåðû.

1.7 Ìíîãîìåðíûé ñëó÷àé Rn

Òh 12. Âñÿêîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî â Rm èçìåðèìî ïî Ëåáåãó.

1.8 Ìåðà Æîðäàíà

m(X) < ∞

Def 17. Âåðõíÿÿ ìåðà Æîðäàíà: µ∗
J(A) = inf

A⊂∩n
i=1Bi

n∑
i=1

m(Bi)

Def 18. Íèæíÿÿ ìåðà Æîðäàíà: µ∗J = m(X)− µ∗
J(x A)

1.9 Ìåðà Ëåáåãà-Ñòèëòüåñà

F (t) - íåóáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ, t ∈ R. X = R, S = {[a, b)} ⇒ mF ([a, b)) =
F (b)− F (a).

Òh 13. mF - σ-àääèòèâíàÿ ⇔ F (t) íåïðåðâûíàÿ ñëåâà.

1.10 Ñðàâíåíèå ìåð. Àáñîëþòíàÿ íåïðåðûâíîñòü

Def 19. Ïóñòü σ - àääèòèâíûå ìåðû µ è v çàäàíû íà σ - àëãåáðû
∑
. Ìåðà v

íàçûâàåòñÿ àáñîëþòíî íåïðåðûíîé îòíîñèòåëüíî íîðì µ, åñëè èç µ(A) = 0
⇒ v(A) = 0, ∀A ∈

∑
.

Òh 14. Ïóñòü σ-àääèòèâíûå ìåðû µ, v çàäàíû íà σ-àëãåáðå
∑

⇒ ìåðà v
àáñîëþòíî íåïðåðåâûíà îòíîñèòåëüíà µ ⇔ ∀ε > 0 ∃δ > 0 µ(A) < δ ⇒
v(A) < ε ∀A ∈

∑
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1.11 Êàíòîðîâà ëåñòíèöà

Def 20. Ôóíêöèÿ f(t) íàçûâàåòñÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé, åñëè ∀ε > 0 ∃δ >

0 ∀(ak, bk), k = 1, N, (ak, bk)∩(aj , bj) =, k ̸= j,
N∑

k=1

(bk−ak) < δ ⇒
N∑

k=1

|F (bk)−

F (ak)| < ε

Òh 15. Ïóñòü ìåðà µ ïîðîæäåííàÿ äëèíîé, è ìåðà v - ôóíêöèåé f ⇒ v
àáñîëþòíî íåïðåðûâíà îòíîñèòåëüíî µ ⇔ f(t) - àáîñëþòíî íåïðåðûâíà.

Êàíòîðîâà ëåñòèíöà:
Õç êàê çäåñü íàïèñàòü, êàðòèíêè íóæíû)

1.12 Âçàèìíî ñèíãóëÿðíûå ìåðû

Def 21. Äâå σ-àääèòèâíûå ìåðû µ è v çàäàííûå íà îáùåé σ-àëãåáðå
∑
,

íàçûâàþòñÿ âçàèìíî ñèíãóëÿðíûìè, åñëè ∃A ∈
∑

: µ(A) = v(X\A) = 0

2 Èçìåðèìûå ôóíêöèè

Òðèïëåò: {X,Σ, µ}.

Def 22. Ôóíêöèÿ f(x), x ∈ X íàçûâàåòñÿ èçìåðèìîé, åñëè ∀c ∈ R ìíîæå-
ñòâî {x ∈ X : f(x) < c} èçìåðèìî. (äàëåå ñîêðàùåííî {f < c})

Òh 16. Ñëåäóþùèå 4 óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòû:

1. ∀c ∈ R èçìåðèìî {f < c}

2. ∀c ∈ R èçìåðèìî {f ≤ c}

3. ∀c ∈ R èçìåðèìî {f > c}

4. ∀c ∈ R èçìåðèìî {f ≥ c}

Ëåììà 3. f - èçìåðèìà ⇒ f + c - èçìåðèìà, c = const

Ëåììà 4. f - èçìåðèìà ⇒ c ∗ f - èçìåðèìà, c = const

Ëåììà 5. f, g - èçìåðèìû ⇒ {f < g} - èçìåðèìà

Òh 17. f, g - èçìåðèìû ⇒ f ± g - èçìåðèìà

Òh 18. Ëèíåéíàÿ êîìèáíàöèÿ èçìåðèìûõ ôóíêöèé èçìåðèìà

Ëåììà 6. f - èçìåðèìà ⇒ |f | - èçìåðèìà

Ëåììà 7. f - èçìåðèìà ⇒ f2 - èçìåðèìà

Òh 19. f, g - èçìåðèìû ⇒ f ∗ g - èçìåðèìà

Òh 20. f, g - èçìåðèìû è g ̸= 0 ⇒ f

g
- èçìåðèìà

5



Def 23. Åñëè êàêîå-ëèáî ñâîéñòâî âûïîëíåíî âî âñåõ òî÷êàõ, çà èñêëþ÷å-
íèåì òî÷åê ìíîæåñòâà ìåðû íîëü, òî ñâîéñòâî âûïîëíåíî ïî÷òè âñþäó

Def 24. Ôóíêöèè f è g íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè f = g ïî÷òè
âñþäó

Òh 21. Åñëè g -èçìåðèìà è f ∼ g, òî f - èçìåðèìà

Òh 22. Åñëè fk(x) - èçìåðèìû ïðè k ∈ N è fk(x) → f(x), òî f(x) - èçìå-
ðèìà

Òh 23. Ïóñòü fk(x) - èçìåðèìû ïðè k ∈ N , òîãäà max (f1(x), . . . , fn(x)),min (f1(x), . . . , fn(x)), f(x) =
sup
k≥1

fk(x), f(x) = inf
k≥1

fk(x) - èçìåðèìû

Òh 24. Ïóñòü fk(x), k ∈ N èçìåðèìû ⇒ limfk è limfk ïðè óñëîâèè èõ
êîíå÷íîñòè ïî÷òè âñþäó èçìåðèìû

Òh 25. Åñëè f(x) - èçìåðèìà è äèôôåðåíöèðóåìà, òî f ′(x) - èçìåðèìà

2.1 Ñõîäèìîñòü ïî ìåðå

Ïóñòü µ(X) < ∞.

Def 25. Ãîâîðÿò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èçìåðèìûõ ôóíêöèé fk(x), x ∈
X, k ∈ N ñõîäèòñÿ ïî ìåðå ê èçìåðèìîé ôóíêöèè f(x), åñëè ∀ε > 0 lim

n→∞
µ ({|fn − f | ≥ ε}) =

0. (fn
µ−→ f)

Òh 26. Åñëè f è g - ïðåäåëû fk ïî ìåðå, òî f ∼ g

Òh 27. (Ðèññà)
Èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èçìåðèìûõ ôóíêöèé, ñõîäÿùåéñÿ ïî ìåðå ê èçìå-
ðèìîé ôóíêöèè ìîæíî âûáðàòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, êîòîðàÿ ñõîäèò-
ñÿ ê ýòîé ôóíêöèè ïî÷òè âñþäó.

Òh 28. (Åãîðîâà)
Ïóñòü fn → f ïî÷òè âñþäó íà X, âñå fn èçìåðèìû è µ(X) < ∞ ⇒ ∀δ >
0 ∃Xδ ⊂ X µ(X\Xδ) < δ è fn ⇒ f íà Xδ

3 Èíòåãðàë Ëåáåãà

3.1 Îãðàíè÷åííûå ôóíêöèè

Def 26. Ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ ïðîñòîé, åñëè îíà èçìåðèìà è ïðèíèìàåò

êîíå÷íîå ÷èñëî çíà÷åíèé. f(x) =
n∑

k=1

fk1Ak
(x), ãäå X =

n∐
k=1

Ak, Ak ∈ Σ.

Def 27. Èíòåãðàë Ëåáåãà îò ïðîñòîé ôóíêöèè: (L)
∫
X

fdµ =
n∑

k=1

fkµ(Ak)
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Ñâîéñòâà òàêîãî èíòåãðàëà:

1.
∫
X

C ∗ fdµ = C ∗
∫
X

fdµ

2.
∫
X

(f ± g)dµ =
∫
X

fdµ±
∫
X

gdµ

3. Ëèíåéíîñòü

4. |
∫
X

fdµ| ≤ max |f1|, . . . , |fn|µ(X)

Ëåììà 8. Ïóñòü fn(x) - ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðîñòûõ ôóíêöèé è fn ⇒ f
íà X, òîãäà

∫
X

fndµ - ñõîäèòñÿ êàê ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

Def 28. Ïóñòü f(x) - ðàâíîìåðíûé ïðåäåë ïðîñòûõ ôóíêèé fn(x), òîãäà
èíòåãðàëîì Ëåáåãà îò ôóíêöèè f(x) íàçûâàåòñÿ (L)

∫
X

fdµ = lim
n→∞

∫
X

fndµ

Ëåììà 9. Äëÿ ∀ îãðàíè÷åíîé èçìåðèìîé ôóíêöèè f ∃ ñóùåñòâóåò ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü fn ïðîñòûõ ôóíêöèé, òàêàÿ ÷òî fn ⇒ f .

Òh 29. ∀ èçìåðèìàÿ îãðàíè÷åíàÿ ôóíêöèÿ f(x) èíòåãðèðóåìà ïî Ëåáåãó,

ïðè÷¼ì
∫
X

fdµ ìîæåò áûòü íàéäåí, êàê ïðåäåë
∫
X

fdµ = lim
n→∞

n∑
k=1

k

n
µ(Ak,n) =

lim
n→∞

N∑
k=1

k

n
µ({k

n
≤ f <

k + 1

n
})

3.2 Íåîãðàíè÷åííûå ôóíêöèè

Def 29. Ôóíêöèÿ f(x) íàçûâàåòñÿ ïðîñòîé ñî ñ÷¼òíûì ÷èñëîì çíà÷åíèé,

åñëè f(x) =
∞∑
k=1

fk1Ak
(x), ãäå

∞∐
k=1

Ak = X, Ak ∈ Σ.

Def 30. Èíòåãðàëîì îò ïðîñòîé ôóíêöèè ñî ñ÷¼òíûì ÷èñëîì çíà÷åíèå

ïðè óñëîâèè åãî ñóùåñòâîâàíèÿ (
∞∑
k=1

|fk|µ(Ak) - ñõîäÿùèéñÿ) íàçûâàåòñÿ

(L)
∫
x

fdµ =
∞∑
k=1

fkµ(Ak)

Ñâîéñòâà òàêîãî èíòåãðàëà:

1.
∫
X

C ∗ fdµ = C ∗
∫
X

fdµ

2.
∫
X

(f ± g)dµ =
∫
X

fdµ±
∫
X

gdµ

3. Ëèíåéíîñòü

4. |
∫
X

fdµ| ≤ sup
X

|fk|µ(X)
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5. Åñëè |f | ≤ g è g - èíòåãðèðóåìà, òî f - èíòåãðèðóåìà è |
∫
X

fdµ| ≤
∫
X

gdµ

Ëåììà 10. Ïóñòü fn - ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èíòåãðèðóåìûõ ïðîñòûõ ôóíê-
öèé ñî ñ÷¼òíûì ÷èñëîì çíà÷åíèé, ðàâíîìåðíî ñõîäÿùàÿñÿ ê f (fn ⇒ f),
òîãäà

∫
X

fndµ ñõîäèòñÿ, êàê ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

Def 31. Ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ èíòåãðèðóåìîé ïî Ëåáåãó, åñëè ñóùåñòâóåò
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fn - ïðîñòûõ ôóíêöèé ñî ñ÷¼òíûì ÷èñëîì çíà÷åíèé,
ðàâíîìåðíî ñõîäÿùàÿñÿ ê f (fn ⇒ f íà X). Â ýòîì ñëó÷àå èíòåãðàë Ëåáåãà
îò f: (L)

∫
X

fdµ = lim
n→∞

∫
X

fndµ.

Ëåììà 11. Ïóñòü fn, fn - ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðîñòûõ ôóíêöèé ñî ñ÷¼ò-
íûì ÷èñëîì çíà÷åíèé è fn ⇒ f , fn ⇒ f , òîãäà lim

n→∞

∫
X

fndµ = lim
n→∞

∫
X

fndµ

Ëåììà 12. Ïóñòü f(x) - èíåòãðèðóåìà íà X è fn - ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ïðîñòûõ ôóíêöèé ñî ñ÷¼òíûì ÷èñëîì çíà÷åíèé, òàêàÿ ÷òî fn ⇒ f íà X,
òîãäà íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà N ôóíêöèè fn èíòåãðèðóåìû.

Ñâîéñòâà èíòåãðàëà Ëåáåãà

1.
∫
X

C ∗ fdµ = C ∗
∫
X

fdµ

2.
∫
X

(f ± g)dµ =
∫
X

fdµ±
∫
X

gdµ

3. Åñëè f(x) ≥ 0 ï.â. ⇒
∫
X

fdµ ≥ 0

4. Åñëè f(x) ≤ g(x) ï.â. ⇒
∫
X

fdµ ≤
∫
X

gdµ

5. Åñëè f(x) èíòåãðèðóåìà, òî è |f(x)| - èíòåãðèðóåìà, îáðàòíîå íåâåðíî.

6. Åñëè f(x) - èçìåðèìà, à g(x) - èíòåãðèðóåìà è |f(x)| ≤ g(x), òî f(x) -
èíòåãðèðóåìà è |

∫
X

fdµ| ≤
∫
X

gdµ

7. Åñëè f(x) - èíòåãðèðóåìà, à g(x) - èçìåðèìà è îðàíè÷åíà, òî f ∗ g -
èíòåãðèðóåìà

8. (Àääèòèâíîñòü ïî ìíîæåñòâó èíòåãðèðîâàíèÿ) Ïóñòü X = A
∐

B, f -
èíòåãðèðóåìà ⇒

∫
X

fdµ =
∫
A

fdµ+
∫
B

fdµ

9. Åñëè f - èçìåðèìà è µ(A) = 0 ⇒
∫
A

fdµ = 0.

10. Åñëè f = 0 ï.â, òî
∫
X

fdµ = 0

11. Åñëè f - èíòåãðèðóåìà è f ≥ 0 , íî
∫
X

fdµ = 0 ⇒ f = 0 ï.â.
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Òh 30. (Àáñîëþòíàÿ íåïðåðûâíîñòü èíòåãðàëà Ëåáåãà)
Ïóñòü f - èíòåãðèðóåìà íà X ⇒ ∀ε > 0 ∃δ > 0 : ∀A ∈ Σ : µ(A) < δ ⇒
|
∫
A

fdµ| ≤ ε

Òh 31. (Ñ÷¼òíàÿ àääèòèâíîñòü èíòåãðàëà Ëåáåãà)

Ïóñòü f(x) - èíòåãðèðóåìà íà X è X =
∞∐
k=1

Ak, Ak ∈ Σ ⇒
∫
X

fdµ =

∞∑
k=1

∫
Ak

fdµ.

Òh 32. Ïóñòü äàíà f(x), x ∈ X è X =
∞∐
k=1

Ak, âñå Ak - èçìåðèìû, f(x)

èíòåãðèðóåìà íà Ak è ñõîäèòñÿ ðÿä
∞∑
k=1

∫
Ak

|f |dµ. Òîãäà f(x) èíòåãðèðóåìà

íà X.

3.3 Ïðåäåëüíûå ïåðåõîäû

Òh 33. Ïóñòü fn - èíòåãðèðóåìûå íà X ôóíêöèè è fn ⇒ f , òîãäà f -
èíòåãðèðóåìà íà X è

∫
X

fdµ = lim
n→∞

∫
X

fndµ.

Òh 34. (Ëåáåãà)

Ïóñòü fn ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èçìåðèìûõ ôóíêöèé è fn
µ−→ f è ∃F - èí-

òåãðèðóåìàÿ, òàêàÿ ÷òî |fn| ≤ F ï.â. ⇒ f, fn - èíòåãðèðóåìû íà X è∫
X

fdµ = lim
n→∞

∫
X

fndµ

Òh 35. (Ëåâè)
Ïóñòü fn - ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èíòåãðóåìûõ íà X ôóíêöèé è fn ≤ fn+1

ï.â. è ∃c :
∫
X

fndµ ≤ C ⇒ f(x) = lim
n→∞

fn(x) (êîíå÷íûé èëè áåñêîíå÷íûé) è

f - èíòåãðèðóåìà íà X,
∫
X

fdµ ≤ C è âîçìîæåí ïåðåõîä ê ïðåäåëó (
∫
X

fdµ =

lim
n→∞

∫
X

fndµ).

Ñëåäñòâèå 8. Ïóñòü fn - ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåîòðèöàòåëüíûõ èíòå-

ãðèðóåìûõ íà X ôóíêöèé è
∞∑

n=1

∫
X

fndµ < +∞ ⇒ F (x) =
+∞∑
k=1

fn(x) èíòåãðè-

ðóåìà íà X è
∫
X

Fdµ =
∞∑

n=1

∫
X

fndµ.

Òh 36. (Ôàòó) fn(x) ≥ 0 - èíòåãðèðóåìû íà X è ∃ :
∫
X

fndµ ≤ c ⇒

f(x) = lim
n→∞

fn(x) - èíòåãðèðóåìà íà X è
∫
X

fdµ ≤ c.
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4 Ñðàâíåíèå èíòåãðàëà Ëåáåãà è Ðèìàíà

Òh 37. Ïóñòü f(x) èíòåãðèðóåìà ïî Ðèìàíó íà X ⇒ f(x) èíòåãðèðóåìà
ïî Ëåáåãó íà X

Òh 38. (êðèòåðèé èíòåãðèðóåìîñòè ïî Ðèìàíó)
f(x) èíòåãðèðóåìà ïî Ðèìàíó íà X ⇒ f(x) ïî÷òè âñþäó íåïðåðûâíà íà X.

5 Ïðîñòðàíñòâî ñóììèðóåìûõ ôóíêöèé L1

X,µ (ïîëíàÿ)

Def 32. L1(X,µ) -ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé, äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò è êîíå-
÷åí èíòåãðàë

∫
X

|f |dµ. ∥f∥L1
=

∫
x

|f |dµ.

Òh 39. Ïðîñòðàíñòâî L1 - ïîëíîå.

Ëåììà 13. Ïóñòü f(x) ∈ L1(X,µ), òîãäà ∃ {fn(x)} - ïðîñòûå ôóíêöèè ñî
ñ÷¼òíûì ÷èñëîì çíà÷åíèé: ∥fn − f∥L1

→ 0

Ëåììà 14. Ïóñòü f(x) ∈ L1(X,µ), òîãäà ∃ {fn(x)} - ïðîñòûå ôóíêöèè ñ
êîíå÷íûì ÷èñëîì çíà÷åíèé: ∥fn − f∥L1 → 0

Òh 40. dµ = dx f ∈ L1(0, 1) ⇒ ∃{ϕn}∞n=1, ϕn ∈ C(0, 1) : ∥f − ϕn∥L1
→ 0

Òh 41. (Î íåïðåðûâíîñòè â èíòåãðàëüíîé ìåòðè÷êå)
dµ = dx, f ∈ L1(0, 1) ⇒ ∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀∆ : |∆| < δ ⇒

∫
(0,1)

|f(x + ∆) −

f(x)|dx < ε. Âíå (0,1) f äîîïðåäåëÿåòñÿ 0.

6 Ïðîñòðàíñòâî Lp

Def 33. Ïðîñòðàíñòâî Lp(X,µ) - ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé, äëÿ êîòîðûõ ñó-

ùåñòâóåò è êîíå÷åí èíòåãðàë
∫
X

|f |pdµ. Íîðìà ∥f∥Lp
=

(∫
X

|f |pdµ
)1/p

Òh 42. (Íåðàâåíñòâî Þíãà)
1

p
+

1

q
= 1, a, b > 0 ⇒ ab ≤ ap

p
+

bq

q
.

Òh 43. (Íåðàâåíñòâî Ã¼ëüäåðà)
1

p
+

1

q
= 1, f ∈ Lp(X,µ), g ∈ Lq(X,µ), fg ∈ L1(X,µ) ⇒ ∥fg∥L1 ≤ ∥f∥Lp∥g∥Lq

Òh 44. (Íåðàâåíñòâî Ìèíêîâñêîãî)
f, g ∈ Lp(X,µ) ⇒ ∥f + g∥Lp ≤ ∥f∥Lp + ∥g∥Lp

Òh 45. Ïðîñòðàíñòâî Lp(X,µ) - ïîëíîå.
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Ëåììà 15. Ïóñòü f(x) ∈ Lp(X,µ), òîãäà ∃ {fn(x)} - ïðîñòûå ôóíêöèè ñî
ñ÷¼òíûì ÷èñëîì çíà÷åíèé: ∥fn − f∥L1

→ 0

Ëåììà 16. Ïóñòü f(x) ∈ Lp(X,µ), òîãäà ∃ {fn(x)} - ïðîñòûå ôóíêöèè ñ
êîíå÷íûì ÷èñëîì çíà÷åíèé: ∥fn − f∥L1 → 0

Òh 46. Åñëè f ∈ Lp(D, dx), D - îãðàíè÷åíîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî ⇒ ∃
{ϕn}∞n=1 : ϕn ∈ C(D) : ∥ϕn − f∥Lp → 0

Òh 47. dµ = dx, f ∈ Lp(X,µ) ⇒ ∀ε > 0∃δ > 0∀∆ : |∆| < δ ⇒ ∥f(x +∆) −
f(x)∥Lp

< ε. Âíå D äîîïðåäåëÿåì f íóëåì.

7 Çàðÿäû

X, Σ - ñèãìà-àëãåáðà

Def 34. Îòîáðàæåíèå Φ(A) : Σ → R íàçûâàåòñÿ çàðÿäîì, åñëè A =
∞∐
k=1

Ak, Ak ∈ Σ, Φ(A) =
∞∑
k=1

Φ(Ak), ðÿä äîëæåí àáñîëþòíî ñõîäèòüñÿ.

Def 35. Ìíîæåñòâî A ∈ Σ íàçûâàåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì îòíîñèòåëüíî çàðÿ-
äà Φ, åñëè ∀B ⊂ A, B ∈ Σ ⇒ Φ(B) ≥ 0.

Ëåììà 17. Ïóñòü A ∈ Σ, òîãäà sup
B⊂A,B∈Σ

|Φ(B)| < ∞

Òh 48. (Æîðäàíà)
Ïóñòü çàðÿä Φ(A) çàäàí íà ìíîæåñòâå X, òîãäà ∃X−, X+ : X−∩X+ = ∅,
X = X+

∐
X−, X− - îòðèöàòåëüíî îòíîñèòåëüíî Φ, X+ - ïîëîæèòåëüíî

îòíîñèòåëüíî Φ.

Ñëåäñòâèå 9. Çàðÿä Φ ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ðàçíîñòè äâóõ ìåð ν±: Φ =
ν+ − ν−, ∀A ∈ Σ.

Òh 49. (Ðàäîíà-Íèêîäèìà)
Ïóñòü ν, µ - σ -àääèòèâíûå ìåðû, çàäàííûå íà Σ, ν àáñîëþòíî íåïðåðûâíà
îòíîñèòåëüíî µ, òîãäà ñóùåñòâóåò f òàêàÿ, ÷òî ν(A) =

∫
A

fdµ.

Ëåììà 18. Óñëîâèÿ ïðåäûäóùåé òåîðåìû + ν(X) > 0 ⇒ ∃A ∈ Σ, δ > 0 :
ν(A) > 0, ∀B ⊂ A, B ∈ Σ ⇒ ν(B) ≥ δµ(B).

Def 36. Ôóíêöèÿ f èç òåîðåìû Ðàäîíà-Íèêîäèìà íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîäíîé

Ðàäîíà-Íèêîäèìà (f =
dν

dµ
).

Òh 50. (î çàìåíå ïåðåìåííîé)

Ïóñòü ν àáñîëþòíî íåïðåðûâíà îòíîñèòåëüíî µ, ρ =
dν

dµ
- ïðîèçâîäíàÿ

Ðàäîíà-íèêîäèìà è fρ - èíòåãðèðóåìà ⇒ f - èíòåãðèðóåìà è
∫
X

fdν =∫
X

fρdµ
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8 Òåîðåìà Ôóáèíè

Ïóñòü X ⊂ R
n, Y ⊂ R

m, Z = X×Y , Ïóñòü D = A×B,µz(D) = µx(A)∗µy(B)
è ñïðàâåäëèâî µz(A) =

∫
A

µy(Dx)dµx, ãäå Dx = {y : (x, y) ∈ D}

Ëåììà 19. Ïóñòü Px, Py - ïîëóêîëüöà, òîãäà Pz = Px × Py - ïîëóêîëüöî.

Òh 51. Ïóñòü µx, µy - σ -àääèòèâíûå ìåðû íà Px, Py, òîãäà µz σ-àääèòèâíàÿ
íà Pz.

Ëåììà 20. Ïóñòü µ - ìåðà Ëåáåãà, C èçìåðèìî îòíîñèòåëüíî µ, òîãäà
∃D : C ⊂ D, µ(C) = µ(D), D = ∩∞

k=1Ck, Ck+1 ⊂ Ck, Ck = ∪∞
n=1Bn,k, Bn,k ⊂

Bn+1,k, Bn,k - ýëåìåíòàðíûå.

Òh 52. Ïóñòü C èçìåðèìî îòíîñèòåëüíî µz = µx⊗µy, òîãäà Cx èçìåðèìî
îòíîñèòåëüíî µy è µy(Cx) èíòåãèðóåìà ïî X è µz(C) =

∫
X

µy(Cx)dµz

Òh 53. (Ôóáèíè)

1. Ïóñòü f(x, y) èíòåãðèðóåìà ïî µz íà Z, òîãäà f(x, y) ï.â. èíòåãðè-
ðóåìà ïî Zx, à ôóíêöèÿ I(x) =

∫
Y

f(x, Y )dµy èíòåãðèðóåìà ïî X è∫
Z

f(x, y)dµz =
∫
X

I(x)dµx

2. Ïóñòü f(x) ≥ 0 è ñóùåñòâóåò ïîâòîðíûé èíòåãðàë, òîãäà ñóùå-
ñòâóåò è äâîéíîé è îíè ðàâíû.

9 Ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà

Def 37. Ïðîñòðàíñòâî M íàçûâàåòñÿ ìåòðè÷åñêèì, åñëè äëÿ ∀x, y ∈ M
çàäàíî îòîáðàæåíèå ρ : M ×M → R, îáëàäàþùåå ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1. Íåîòðèöàòåëüíîñòü ρ(x, y) ≥ 0, ρ(x, y) = 0 ⇒ x = y

2. Ñèììåòðè÷íîñòü ρ(x, y) = ρ(y, x)

3. Íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà ρ(x, y) ≤ ρ(x, z) + ρ(z, y)

Def 38. Îòêðûòûé øàð ñ öåíòðîì â òî÷êå x0, ðàäèóñîì r èç M : B(x0, r) =
{x ∈ M : ρ(x, x0) < r}

Def 39. Çàìêíóòûé øàð ñ öåíòðîì â òî÷êå x0, ðàäèóñîì r èç M : B(x0, r) =
{x ∈ M : ρ(x, x0) ≤ r}

Def 40. Ìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ îòêðûòûì, åñëè ∀ òî÷êà ýòîãî ìíîæåñòâî
âõîäèò â ýòî ìíîæåñòâî ñ íåêîòîðîé îêðåñòíîñòüþ (îòêðûòûé øàð)

Def 41. Òî÷êà x0 íàçûâàåòñÿ ïðåäåëüíîé äëÿ ìíîæåñòâà M , åñëè ∀r > 0 ⇒
(B(x0, r) ∩M)\{x0} ≠ ∅
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Def 42. Çàìûêàíèå ìíîæåñòâà - ïðèñîåäèíåíèå ê ìíîæåñòâó åãî ïðåäåëü-
íûõ òî÷êå

Def 43. Ìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ çàìêíóòûì, åñëè ñîâïàäàåò ñî ñâîèì çàìû-
êàíèåì

St 7. Ïóñòü ρ - ìåòðèêà ⇒ ρ

1 + ρ
- òîæå ìåòðèêà.

St 8. Ïóñòü G ⊂ M - îòêðûòî, F ⊂ M - çàìêíóòî, òîãäà M\G -
çàìêíóòî, M\F - îòêðûòî.

Òh 54. 1. Îáúåäèíåíèå ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà îòêðûòûõ ìíîæåñòâî îò-
êðûòî

2. Ïåðåñå÷åíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà îòêðûòûõ ìíîæåñòâ îòêðûòî

3. Ïåðåñå÷åíèå ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ çàìêíóòî

4. Îáúåäèíåíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà çàìêíóòûõ ìíîæåñòâî çàìêíóòî

9.1 Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

Def 44. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn}∞n=1 èçM ñõîäèòñÿ ê x0 ∈ M , åñëè lim
n→∞

ρ(xn, x0) =

0

Def 45. Ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî M íàçûâàåòñÿ ïîëíûì, åñëè â íåì ∀
ôóíäàìåíòàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäèòñÿ.

Def 46. Îòîáðàæåíèå f : X → Y íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíûì â òî÷êå x0 ∈ M ,
åñëè ∀{xn}∞n=1 èç X, òàêîé ÷òî xn → x0 ñëåäóåò, ÷òî f(xn) → f(x).

9.2 Ñæèìàþùèå îòîáðàæåíèÿ

Def 47. Îòîáðàæåíèå f : X → X íàçûâàåòñÿ ñæèìàþùèì, åñëè ∃α ∈ [0, 1):
ρ(f(x), f(y)) ≤ αρ(x, y),∀x, y ∈ M .

St 9. Ñæèìàþùåå îòîáðàæåíèå íåïðåðûâíî

Òh 55. (ïðèíöèï ñæèìàþùèõ îòîáðàæåíèé)
Ïóñòü Ì - ïîëíîå ïðîñòðàíñòâî è f : M → M - ñæèìàþùåå, òîãäà ∃!x0 ∈
M : f(x0) = x0 - íåïîäâèæíàÿ òî÷êà.

St 10. Ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè: ρ(xn, x) ≤
αn

1− α
ρ(x0, x1)

Òh 56. Ïóñòü M - ïîëíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî fm, m ∈ N - ñæè-
ìàþùåå îòîáðàæåíèå â M ⇒ äëÿ f ∃! íåïîäâèæíàÿ òî÷êà.

Òh 57. Ïóñòü M - ïîëíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, B(x0, r) ⊂ M è
f : B(x0, r) → M , f - ñæèìàþùåå íà øàðå. Òîãäà åñëè ρ(f(x0), x0) ≤ (1−α)r,
òî ∃!x′ ∈ B(x0, r) - íåïîäâèæíàÿ òî÷êà.
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Def 48. Ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî M íàçûâàåòñÿ êîìïàêòíûì, åñëè èç ∀
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü åãî ýëåìåíòîâ ìîæíî âûäåëèòü ñõîäÿþùóþñÿ ïîäïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü.

Òh 58. Ïóñòü M - ìåòðè÷åñêîå, ïîëíîå, êîìïàêòíîå è f : M → M ,
ρ(f(x), f(y)) < ρ(x, y),∀x, y ∈ M,x ̸= y, òîãäà ∃!x′ ∈ M : f(x′) = x′.

9.3 Òåîðåìà Õàóñäîðôà î ïîïîëíåíèè ìåòðè÷åñêîãî ïðî-

ñòðàíñòâà

Def 49. Äâà ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâà íàçûâàåòñÿ èçìîòðå÷åñêèìè, åñëè
ìåæäó íèìè ñóùåñòâóåò áèåêöèÿ, ñîõðàíÿþùàÿ ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè
(M ∼ M ′)

Òh 59. Ïóñòü M - ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, òîãäà ñóùåñòâóåò è åäèí-
ñòâåííî ïîëíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî M̃ , òàêîå ÷òî M0 ∼ M , M0 ⊂
M̃ , M0 = M̃

9.4 Òåîðåìà Áýðà î êàòåãîðèÿõ

Def 50. Ìíîæåñòâî A íàçûâåòñÿ âñþäó ïëîòíûì â M, åñëè A = M .

Def 51. Ìíîæåñòâî A íàçûâàåòñÿ íèãäå íå ïëîòíûì â M, åñëè A íå ñîäåð-
æèò íè îäíîãî øàðà èç M.

Ëåììà 21. Çàìêíóòîå ìíîæåñòâî F - íèãäå íå ïëîòíî â M ⇔ (M\F ) =
M

Òh 60. (Î âëîæåííûõ øàðàõ)
Ïóñòü M - ïîëíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, B(xn+1, rn+1) ⊂ B(xn, rn) -
âëîæåííûå øàðû è lim

n→∞
rn = 0, òîãäà ∩∞

n=1B(xn, rn) ̸= ∅

Òh 61. Ïóñòü M - ïîëíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, Gn ⊂ M - îòêðû-
òûå ìíîæåñòâà, G = M , òîãäà ∩∞

n=1Gn ̸= ∅.

Def 52. Ìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâîì I êàòåãîðèè, åñëè îíî ïðåäñòà-
âèìî â âèäå íå áîëåå ÷åì ñ÷¼òíîãî îáúåäèíåíèÿ íèãäå íå ïëîòíûõ ìíîæåñòâ.
Èíà÷å - II êàòåãîðèè.

Òh 62. (Áýðà)
Ïîëíîå ïðîñòðàíñòâî - ìíîæåñòâî II êàòåãîðèè.

10 Êîìïàêòíîñòü â ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ

Def 53. Ïðîñòðàíñòâî M íàçûâàåòñÿ êîìïàêòíûì, åñëè èç ëþáîé ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü åãî ýëåìåíòîâ ìîæíî âûäåëèòü ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü
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Def 54. Ïðîñòðàíñòâî M íàçûâàåòñÿ ïðåäêîìïàêòíûì, åñëè èç ëþáîé ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòìè åãî ýëåìåíòîâ ìîæíî âûäåëèòü ôóíäàìåíòàëüíóþ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü

St 11. Ì - ïðåäêîìïàêòíî è ïîëíî ⇒ Ì - êîìïàêòíî

Def 55. Ïðîñòðàíñòâî M íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííûì, åñëè sup
x,y∈M

ρ(x, y) < ∞.

Ëåììà 22. Ïðåäêîìïàêòíîå ïðîñòðàíñòâî îãðàíè÷åíî.

Def 56. Ïóñòü Ì - ìåòðè÷åñêîå. Ìíîæåñòâî Q ⊂ M íàçûâàåòñÿ ε - ñåòüþ
äëÿ E ⊂ M , åñëè E ⊂ ∪x∈QB(x, ε)

Def 57. M - âïîëíå îãðàíè÷åíî, åñëè ∀ε > 0 ñóùåñòâóåò êîíå÷íàÿ ε-ñåòü,
ïîêðûâàþùàÿ M.

St 12. Èç âïîëíå îãðàíè÷åííîñòè ñëåäóåò îáû÷íàÿ îãðàíè÷åííîñòü, íî íå
íàîáîðîò.

Òh 63. M - ïðåäêîìïàêòíî ⇔ M- âïîëíå îãðàíè÷åíî.

Ñëåäñòâèå 10. (ïðèçíàê ïðåäêîìïàêòíîñòè)
M - ïðåäêîìïàêòíî, åñëè ∀ε > 0 ñóùåñòâóåò êîíå÷íàÿ ïðåäêîìïàêòíàÿ ε
- ñåòü, ïîêðûâàþùàÿ M.

Òh 64. (Ãåéíå-Áîðåëÿ)
M- êîìïàêòíî ⇔ èç ∀ îòêðûòîãî ïîêðûòèÿ M ìîæíî âûäåëèòü êîíå÷íîå
ïîäïîêðûòèå.

10.1 Êðèòåðèè ïðåäêîìïàêòíîñòè

K ⊂ R
n - êîìïàêò

Òh 65. Ìíîæåñòâî E ⊂ C(K) ïðåäêîìïàêòíî ⇔ E - ðàâíîìåðíî îãðàíè-
÷åíî è ðàâíîñòåïåííî íåïðåðûâíî.

Òh 66. (Ðèññà) Ìíîæåñòâî E ⊂ Lp(K) ïðåäêîìïàêòíî ⇔ E - ðàâíîìåðíî
îãðàíè÷åíî è ðàâíîñòåïåííî â ñìûñëå Lp:

1. ∃M > 0 ∥f∥Lp ≤ M , ∀f ∈ E

2. ∀ε > 0 ∃δ > 0 : ∥f(x+∆)− f(x)∥Lp
< ε,∀f ∈ E, |∆| < δ

Ñëó÷àé lp:

x ∈ lp, x = (x1, x2, x3, . . . )
PN (x) = (x1, . . . , xN , 0, . . . )
RN (x) = x− PN (x)
∥PN (x)∥lp ≤ ∥x∥lp
Òh 67. Ìíîæåñòâî E ⊂ lp ïðåäêîìïàêòíî ⇔

1. ∃M > 0 ∥x∥lp ≤ M,∀x ∈ E

2. ∀ε > 0∃N(ε) : ∥RN (x)∥ < ε,∀x ∈ E
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11 Áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà

Ïóñòü X- ëèíåéíîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî.

Def 58. Åñëè X - ïîëíîå, òî íàçûâàåòñÿ Áàíàõîâûì.

Def 59. Íîðìû ∥ ∗ ∥1, ∥ ∗ ∥2 íàçûâàåòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè ∃c1, c2 :⇒
c1∥ ∗ ∥1 ≤ ∥ ∗ ∥2 ≤ c2∥ ∗ ∥1
Def 60. Ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ ñåïàðàáåëüíûì, åñëè â í¼ì ñóùåñòâóåò
ñ÷¼òíîå âñþäó ïëîòíîå ìíîæåñòâî.

11.1 Îòîáðàæåíèÿ

X,Y - íîðìèðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà.

Def 61. Îòîáðàæåíèå f : X → Y íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíûì â òî÷êå x0 ∈ X,
åñëè ∀{xn}∞n=1 : xn → x ⇒ f(xn) → f(x).

Ëåììà 23. Åñëè ëèíåéíûé îïåðàòîð íåïðåðûâåí â òî÷êå x0 ∈ X, òî îí
íåïðåðûâåí íà âñ¼ì X.

Def 62. Îòîáðàæåíèå A íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííûì, åñëè ïåðåâîäèò ëþáîå
îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî â îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî

Def 63. Íîðìà îïåðàòîðà: ∥A∥ = sup
∥x∥≤1

∥Ax∥

Ëåììà 24. Ïóñòü A - ëèíåéíûé, òîãäà ∥A∥ = sup
∥x∥=1

∥Ax∥ = sup
x≥0

∥Ax∥
∥x∥

Òh 68. Ëèíåéíûé îïåðàòîð A - íåïðåðûâàåí ⇔ A - îãðàíè÷åí.

Def 64. L(X,Y ) - ïðîñòðàíñòâî ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ èç X
â Y

Òh 69. Åñëè Y - áàíàõîâî, òî L(X,Y ) - áàíàõîâî.

Òh 70. (Áàíàõà-Øòåéíãàóçà)
Ïóñòü X, Y - íîðìèðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà, An ∈ L(X,Y ) è E = {x :
lim

n→∞
∥Anx∥ < ∞} - ìíîæåñòâî II êàòåãîðèè, òîãäà ∃M > 0 : ∥An∥ ≤ M .

Ñëåäñòâèå 11. Ïóñòü X - áàíîõîâî, Y - íîðìèðîâàííîå, An ∈ L(X,Y ) è
lim

n→∞
∥Anx∥ < ∞,∀x ∈ X, òîãäà ∃M > 0 : ∥An∥ ≤ M .

Ëåììà 25. Ïóñòü x(t) ∈ C[a, b], A(x) =
b∫
a

ϕ(t)x(t)dt, ϕ(t) ∈ L(a, b), òîãäà

∥A∥ =
b∫
a

|ϕ(t)|dt

Òh 71. (î ðàñõîäèìîñòè òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî ðÿäà)
Ïóñòü Sn(f, x) -òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ðÿä äëÿ f, òîãäà ∃f ∈ C[−π, π] :
Sn(f, 0) - ðàñõîäèòñÿ.
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12 Îáðàòíûå îïåðàòîðû

A : X → Y , X,Y - ëèíåéíûå íîðìèðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà

Def 65. Îïåðàòîð A−1
L : Y → X íàçûâàåòñÿ îáðàòíûì ëåâûì, åñëè A−1

L A =
E, ïðàâûé àíàëîãè÷íî

Òh 72. Åñëè ∃A−1
L , A−1

R , òî A−1
L = A−1

R = A−1

Òh 73. Ñëåäóþùèå òðè óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1. Ax = y íå ìîæåò èìåòü äâóõ ðåøåíèé x

2. kerA = {0}

3. ∃A−1
L

Òh 74. Ñëåäóþùèå òðè óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1. Ax = y ðàçðåøèìî

2. R(A) = Y , R - îáëàñòü çíà÷åíèé îïåðàòîðà

3. ∃A−1
R

Def 66. Îïåðàòîð A íàçûâàåòñÿ îáðàòèìûì, åñëè óðàâíåíèå Ax = y îäíî-
çíà÷íî ðàçðåøèìî è óñòîé÷èâî ê èçìåíåíèÿì ïðàâîé ÷àñòè y (Îáðàòèìûé
- òîò ó êîòîðîãî ñóùåñòâóåò îãðàíè÷åííûé îáðàòíûé)

Òh 75. Ïóñòü X - áàíàõîâî, Y - íîðìèðîâàííîå, A : X → Y , ∃M > 0 :
∥Ax∥ ≥ M∥x∥, ∀x ∈ X, R(A) = Y , òîãäà A - îáðàòèìûé.

Òh 76. Ïóñòü X - áàíàõîâî, A : X → X è ∥A∥ < 1, òîãäà (E − A) -
îáðàòèì.

Òh 77. Ïóñòü X - áàíàõîâî, A : X → X è A - îãðàíè÷åí, òîãäà

1. ∃R = lim
n→∞

n
√

∥An∥ - ñïåêòðàëüíûé ðàäèóñ îïåðàòîðà

2. Åñëè R < 1, òî E −A - îáðàòèì.

Òh 78. Ïóñòü X - áàíàõîâî, A : X → Y - îáðàòèìûé, B : X → Y , ∥A−B∥ <
1

∥A−1∥
⇒ B - îáðàòèì.

Ñëåäñòâèå 12. Ìíîæåñòâî îáðàòèìûõ îïåðàòîðîâ îòêðûòî.

Òh 79. Ïóñòü X - áàíàõîâî, A : X → Y -îáðàòèìûé, {An} : X → Y è
∥An − A∥ → 0 ⇒ An -îáðàòèìû, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà è ∥A−1

n −
A−1∥ → 0

Òh 80. (Áàíàõà îá îáðàòíîì îïåðàòîðå)
Ïóñòü X,Y - áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà, A : X → Y - îäíîçíà÷íî îïðåäåë¼í-
íûé îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð, D(A) = X,R(A) = Y , òîãäà A - îáðàòèì.
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Ñëåäñòâèå 13. Ïóñòü X - ïîëíî îòíîñèòåëüíî äâóõ íîðì ∥ ∗ ∥1, ∥ ∗ ∥2 è
∃M > 0 : ∥x∥1 ≤ M∥x∥2,∀x ∈ X, òîãäà ∃m > 0 : ∥x∥2 ≤ m∥x∥1,∀x ∈ X

Def 67. Îïåðàòîð A : X → Y íàçûâàåòñÿ çàìêíóòûì, åñëè ∀xn → x :
Axn → y ⇒ x ∈ D(A), Ax = y

Def 68. Ãðàôèê îïåðàòîðà A- ìíîæåñòâî Γ(A) = {(x,Ax) : ∀x ∈ X}.

St 13. Îïåðàòîð çàìêíóò ïî íîðìå⇔ åãî ãðàôèê çàìêíóò ïî íîðìå ∥x∥∗ =
∥x∥+ ∥Ax∥

Òh 81. (î çàìêíóòîì ãðàôèêå)
Ïóñòü X,Y - áàíàõîâû, A : X → Y , D(A) = X ëèíåéíûé îïåðàòîð A
çàìêíóò ⇒ À - îãðàíè÷åí

13 Ôóíêöèîíàëû

Òh 82. (Õàíà-Áàíàõà)
Ïóñòü M - ìíîãîîáðàçèå â X (Ì çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè ñëî-
æåíèÿ è óìíîæåíèÿ íà ýëåìåíò èç ïîëÿ), X - ëèíåéíîå íîðìèðîâàííîå
ïðîñòðàíñòâî è íà M çàäàí ëèíåéíûé îãðàíè÷åííûé ôóíêöèîíàë f(x) :
M → R, òîãäà ∃F : X → R - ïðîäîëæåíèå f ñ ñîõðàíåíèåì íîðìû: f(x) =
F (x),∀x ∈ M , ∥f∥ = ∥F∥.
(Â íàøåì êóðñå òåîðåìà äîêàçàíà òîëüêî åñëè X - ñåïàðàáåëüíî, íî òåî-
ðåìà âåðíà è â îáùåì ñëó÷àå)

Ñëåäñòâèå 14. Ïóñòü x0 ∈ X,x0 ̸= 0, òîãäà ∃f(x) : X → R - ëèíåéíûé
îãðàíè÷åííûé ôóíêöèîíàë òàêîé, ÷òî f(x0) = ∥x0∥ è ∥f∥ = 1.

Ñëåäñòâèå 15. Åñëè f(x0) = 0 äëÿ ëþáîãî ëèíåéíîãî îãðàíè÷åííîãî ôóíê-
öèîíàëà, òî x0 = 0.

Ñëåäñòâèå 16. Ïóñòü M - çàìêíóòîå ìíîãîîáðàçèå â X, M ̸= X, x0 ∈
X\M , òîãäà ∃ ëèíåéíûé îãðàíè÷åííûé ôóíêöèîíàë f(x) : X → R : f(x) =
0∀x ∈ M,f(x0) = 1.

13.1 Ñîïðÿæåííûå ïðîñòðàíñòâà

Def 69. X∗ - ïðîñòðàíñòâî ëèíåéíûõ îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèîíàëîâ íàä X.
(X∗ = L(X,R)). X∗ íàçûâàåòñÿ ñîïðÿæåííûì ê X

St 14. X∗ - ïîëíî, ò.ê. R - ïîëíî

Òh 83. Èç ñåïàðàáåëüíîñòè X∗ ñëåäóåò ñåïàðàáåëüíîñòü X.

Def 70. Ïðîñòðàíñòâî X∗∗ âòîðîå ñîïðÿæåííîå ïðîñòðàíñòâî, X∗∗ = (X∗)∗

Òh 84. X ⊂ X∗∗

Ëåììà 26. τx(x
∗) = x∗(x), x ∈ X,x∗ inX∗, òîãäà ∥τx∥ = ∥x∥
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Def 71. Ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ ðåôëåêñèâíûì, åñëè X∗∗ = X

Def 72. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn}∞n=1 ⊂ X íàçûâàåòñÿ ñëàáîñõîäÿùåéñÿ,
åñëè ∀x∗ ∈ X∗ ñõîäèòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x∗(xn).

Def 73. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn}∞n=1 ⊂ X íàçûâàåòñÿ ñëàáî ôóíäàìåí-
òàëüíîé, åñëè ∀x∗ ∈ X∗ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x∗(xn) ôóíäàìåíòàëüíà.

Ëåììà 27. Èç ñõîäèìîñòè ïî ìåðå ñëåäóåò ñëàáàÿ ñõîäèìîñòü(îáðàòíîå
íåâåðíî)

Ëåììà 28. Ñëàáûé ïðåäåë åäèíñòâåíåí

Òh 85. Ñëàáî ôóíäàìåíòàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îãðàíè÷åíà.

Òh 86. Ðåôëåêñèâíîå ïðîñòðàíñòâî ñëàáî ïîëíî

Òh 87. (Î ñëàáîé êîìïàêòíîñòè)
Â ñåïàðàáåëüíîì ðåôëåêñèâíîì ïðîñòðàíñòâå èç âñÿêîé îãðàíè÷åííîé ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè ìîæíî âûäåëèòü ñëàáî ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü.
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